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В. Ф. К У Р О П А Т Е Н К О 

О РАЗНОСТНЫХ МЕТОДАХ 
ДЛЯ УРАВНЕНИЙ ГИДРОДИНАМИКИ 

Введение 
В настоящее время имеется ряд разностных схем, позволяющих ус­

пешно рассчитывать решения уравнений гидродинамики. 
Метод характеристик [4], учитывающий в принципе все особенности 

решения, отличается большой нестандартностью, сильно затрудняющей 
ого применение для автоматизированных вычислений на электронных вы­
числительных машинах. 

Имеются также разностные методы, выделяющие особенности в ре­
шении, например ударные волны. Реализация таких методов в виде про­
грамм также связана с большими трудностями. 

Наконец, существуют так называемые методы «сквозного счета», не 
выделяющие ни ударных волн, ни слабых разрывов. Вследствие своей 
простоты эти методы успешно применяются для численного интегриро­
вания уравнений гидродинамики. 

В 1922 г. Беккер [2] показал, что введение вязкости в уравнения гид­
родинамики приводит к размыванию разрывов на интервал, сравнимый с 
длиной пробега молекулы. 

Этот результат был использован Нейманом и Рихтмайером в работе [1]. 
Для размывания разрыва ими была введена в исходные уравнения не­
линейная диссипатйвная функция 

9 = -kV№\Ux\.UX4 (0.1) 

где к — произвольная безразмерная величина порядка 1. В этом случае 
в зоне ударного фронта, ширина которого оказывается конечной и равной 

M =л kh j/ylr , 
профиль F (и аналогично профили других величин) описывается уравне­
нием 

V=±(Va + Vb) + 4r(Vb-Va)sm^, (0.2) 

где g = х — Dt, = kh J / ^ — ^ • После введения в уравнения гидро-
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динамики «вязкости» (0.1) вновь полученная система дифференциальных 
уравнений заменяется системой разностных уравнений. 

Со времени появления работы [1] этот метод подвергался различным 
изменениям и обобщениям (некоторые из них приведены в книге Р. Д. Рихт-
майера [9]). Например, А. А. Самарский предложил использовать для 
решения ряда задач линейную вязкость. 

Вторым широко известным методом является метод С. К. Годунова 
[8]. Для линеаризованного случая уравнений гидродинамики строится 
разностная схема, удовлетворяющая условию монотонности и являющаяся 
в то же время наиболее точной. Полученная таким образом разностная 
схема обобщается затем на нелинейный случай. 

Метод С. К. Годунова имеет интересную физическую интерпретацию 
[8]. Используемые для вычислений вспомогательные функции U и Р 
можно рассматривать как скорость и давление на контактной границе 
после распада разрыва. В линеаризованном случае эти величины имеют 
вид: 

^(PlV2+PtV2) -^(u^-ut^ 
( 0 - 3 > 

Суть третьего метода [ 3 ] , автором которого является П. Лаке, в осо­
бом способе аппроксимации производных по времени. Например, урав­
нение импульса предлагается аппроксимировать следующим разност­
ным уравнением: ^ 

Указанная аппроксимация производных эквивалентна введению вспомо­
гательных функций Ui и Р{. В линеаризованном случае они определя­
ются по формулам 

Выражения для U\ и Р{ в методе П. Лакса по форме похожи на со­
ответствующие выражения в методе С. К. Годунова и отличаются лишь 
множителем — при разностях U или Р. В случае — = 1 (0.3) и (0.5) совпа-сх сх 
дают. 

Методам сквозного счета присущи определенные недостатки, прояв­
ляющиеся по-разному в каждом конкретном методе в зависимости от раз­
личных условий. Поэтому всегда возникает вопрос, при каких условиях 
эти недостатки, от которых в принципе невозможно избавиться, сводят­
ся к минимуму. 

В настоящей работе рассматривается один метод построения разно­
стных схем. С помощью определенного условия из всех ячеек сетки выби­
раются ячейки, содержащие сильный разрыв. Для вычисления всех ис­
комых функций в этих ячейках сетки применяются специальные разност-
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лые уравнения, содержащие величины перед фронтом и за фронтом удар­
ной волны. Использование таких разностных уравнений при — <[ 1 при­
водит к «размазыванию» ударной волны на несколько сеточных ячеек. 
Таким образом, рассчитываемая ударная волна заменяется конечным 
числом ударных волн, причем решение между разрывами не является 
постоянным. 

Описываемый ниже метод использовался для построения разностных 
схем. Некоторые из них применялись для расчетов на электронных вы­
числительных машинах. 

В работе рассматриваются также различные условия, при которых 
недостатки обсуждаемых разностных схем сводятся к минимуму. 

Основные идеи метода и результаты расчетов неоднократно обсужда­
лись с H. Н. Яненко. Я приношу ему глубокую благодарность. 

§ 1. Основные уравнения 
Одномерные неустановившиеся движения сжимаемой жидкости без 

учета теплопроводности и вязкости описываются уравнениями 
Ut + r»Ps = 0, Vt — {r'U)x-=0, 8t + (r*PU)x = 0, (1.1) 

dr 1 
где U = -jt скорость, V — удельный объем, Щ = E + у t̂ 2 ~ полная 
энергия единицы массы, Е — внутренняя энергия единицы массы, Р — 
давление, t — время, х — Лагранжева координата, определяемая урав-

dx 1 
нением^- = г 9 у , 0 = 0 в плоском случае, 0 = 1 в случае цилиндриче­
ской симметрии, G = 2 в случае сферической симметрии, г — расстояние 
до центра или оси симметрии. Везде в дальнейшем для простоты мы будем 
рассматривать случай 0 = 0. 

Система (1.1), содержащая три дифференциальных уравнения в част­
ных производных (законы сохранения массы, количества движения, энер­
гии), замыкается уравнением состояния. 

Третье из уравнений (1.1) с помощью первого и второго приводится 
к виду 

Et+PVt = 0. (1.2) 
Сравнивая (1.2). с известным термодинамическим уравнением 

Et + PVt = TS и (1.3) 
получаем дополнительный закон сохранения энтропии 

J St = 0, (1.4) 
где S — энтропия, Т — температура. 

Известно, что решение системы (1.1) может содержать разрывы раз­
личных типов. Нас будут интересовать лишь сильные разрывы (ударные 
полны). Законы сохранения на линии разрыва записываются в виде 

Ub-Ua-±-(Pb-Pa) = 0, 

Vb-Va + ^{Ub-Ua) = 0, (1.5) 

Eb - Еа + 4" (U% - Ul) - ±. (PbUb - PaUa) = 0, 
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где W — скорость распространений взрыва в Лагранжевых координатах. 
Третье уравнение (1.5) с помощью первых двух приводится к виду 

Еь - Еа +1 (Рь + Ра) (Vb - Va) = 0. (1.6) 

Здесь величины с индексом а характеризуют состояние вещества по однУ 
сторону разрыва (перед разрывом), с индексом Ъ — по другую (за разры­
вом). 

§ 2. Типы сеток 
Разностные методы дают решение в виде таблицы. Множество Df 

точек с координатами вида 
г 

%i = XQ + Y\ hi, 
(2.1) 

in = + 2 Tfe 
i 

образует сетку, в узлах которой определяются значения искомых функ­
ций /. Вообще говоря, для каждой функции может быть выбрана своя 
сетка, однако это не всегда удобно, так как определение функций на 
разных сетках требует дополнительных интерполяций. Чтобы избежать 
интерполяций при вычислении Р из уравнения состояния п о 7 и £ , огра­
ничимся лишь случаем, когда сетки для P, V, Е совпадают. После этого 
остаются две возможности: 
1) Du =DP и 2) DJJ =f=Dp. Сетки первого типа используются в работах 
[3, 6, 8], сетки второго типа — в [1 и 5]. 

Ниже мы будем рассматривать лишь два типа сеток. В случае сетки 
первого типа все искомые функции определяются в точках х х . В случае 

сетки второго типа в точках х г определяются лишь термодинамические 

величины P, F , Е. Скорость U определяется в точках х-%. В обоих случаях 
искомые функции определяются в моменты f\ задаваемые второй из фор­
мул (2.1). 

Направление роста индекса i во всех наших рассуждениях будет сов­
падать с положительным направлением оси Ох. 

§ 3. Классы решений 
Разностные уравнения, дающие удовлетворительные результаты для 

гладкого решения, оказываются часто непригодными для расчета раз­
рывных решений. Здесь требуется либо изменить уже имеющиеся раз­
ностные уравнения, либо использовать другие. В связи с этим возникает 
необходимость отличать ячейки сетки, содержащие сильный разрыв, 
от ячеек с гладким решением. Условием такого разделения ячеек будет 
знак величины Ui+1— Это условие успешно использовалось рядом 
авторов [1, 9] для введения диссипативных членов в разностные уравне­
ния. 

Приближенное решение в ячейке сетки, в которой выполнено условие 
Uux-U^O, (3.1) 

назовем Л-волной (rarefaction). 
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Приближенное решение в ячейке сетки, в которой выполнено условие 
UM - U{ < 0, (3.2> 

назовем 5-волной (shock). 
В результате такого разделения в класс R волн попадают: 
а) непрерывные решения (волны разрежения), б) разрывные решения, 

когда величины перед фронтом ударной волны и за фронтом меняются 
настолько быстро, что средняя плотность в ячейке уменьшается. По­
скольку в этом случае вклад ударной волны в осредненный процесс явля­
ется малым, то мы будем им пренебрегать и будем считать осредненный 
процесс в данной ячейке непрерывным. 

К классу £-волн относятся: 
а) разрывные решения, когда величины перед фронтом ударной волны 

и за фронтом меняются слабее, чем на фронте; 
б) непрерывные решения (волны сжатия). 
Все решения, относящиеся к ^-волнам, будут рассчитываться как 

разрывные решения. При этом волны сжатия будут рассчитываться как 
ударные волны еще до момента пересечения характеристик и образования 
разрыва. Из сказанного выше следует, что применяемый нами критерий 
(3.1), (3.2) не является абсолютно строгим. 

§ 4. Разностные уравнения для гладких решений 

Как видно из § 3, искомые функции предполагаются гладкими в слу­
чае Л-волны. Поэтому разностные уравнения, полученные с помощью 
известного метода, кратко излагаемого в этом параграфе, мы будем ис­
пользовать лишь для расчета iî-волн. 

Умножим первое из уравнений (1.1) на dt dx и проинтегрируем по пря­
моугольной области х0 <^ х <^ х0 -г A, t6 <^ t ^ t° + т: 

) J (Ut + Px)dtdx = 0. (4.1) 
t° Х0 

Выполняя интегрирование, получим 

AU(x)dx + jj AP(t)dt=0, (4.2} 

где 
AU (x) = U (t° + T, x) — U (t°, x), (4.3) 

ДР (t) = P (t, x0 + h) — P (t, x0). 

Разложим AU (x) и АР (t) в ряды Тейлора в точках хт = xQ + (1 — a) hr 

2* = t° + (1 — ß) т, 0 <^ ß <; 1, 0 <^ а 1. Подставив полученные для 
AU и АР ряды в (4.2), проинтегрировав и разделив на т и А, получим 

A ( s . ) , АР(П 
x ~* h 

где 
0) 

-CÛ, (4.4> 

= Utx ( а - 4) h + Pu, ( ß - 4")т + 4" U*** (а2 - а + х) + 

+ ^Pttx(P-V + -^) + 0(%\h*). (4.5) 
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Отбросив в (4.4) величину со, получим приближенное разностное 
уравнение 

Таким образом, величина со есть погрешность аппроксимации уравнения 
(4.4) уравнением (4.6). Она зависит от а, ß, т, h. Величины т и h для кон­
кретной схемы связаны условием устойчивости. От выбора же величин 
а и р зависит порядок малости со. Из (4.5) следует, что (О будет величиной 
второго порядка малости относительно t и h тогда и только тогда, когда 

U tx a-±-)h + Ptx(p--±-)x = 0(T*,h*). (4.7) 

Это условие будет справедливо для любых равномерно ограниченных 
Utx и Ptx лишь при определенном выборе а и ß, таком, что 

а=± + 0(х), 4- + 0 ( A ) . (4.8) 

Иными словами, только у схем типа «крест» погрешность аппроксимации 
(о есть величина О (t2, h2). 

Если а и ß не удовлетворяют условиям (4.8), то описанный выше метод 
дает разностные схемы первого порядка аппроксимации. 

Аналогично уравнению (4.6) получаются разностные уравнения, 
аппроксимирующие остальные уравнения системы (1.1). Ниже будут 
приведены некоторые разностные схемы, полученные описанным 
методом. 

§ 5. Разностные уравнения для разрывных решений 

Ячейка сетки, в которой находится ударная волна, выбирается из 
множества всех ячеек с помощью условия (3.2). Это условие указывает 
лишь на присутствие разрыва в рассматриваемой ячейке, но не указыва­
ет ни его положения, ни скорости его распространения. 

Разностные уравнения в этом случае будем строить исходя из законов 
сохранения в интегральной форме. Вывод разностных уравнений проде­
монстрируем на примере уравнения 

^Udx — Pdt = 0, (5.1) 

которое запишем в виде 
Xi X i t' V 

jj V (x) dx— ^ Uo (x) dx+ jj Pt {t) dt — ^P0 (t) dt : 0. (5.2) 
XQ X0 t° t° 

В каждом из этих интегралов подынтегральная функция, вообще говоря, 
не может быть представлена в виде ряда Тейлора, поэтому к интегралам в 
(5.2) применим теорему о среднем. В результате получим 

(U:,t-U?,,)h + {Pl-P'o)x = Ot (5.3) 

где Ui/2 и С/?/2—средние значения скорости в интервале [х0, хг] в моменты 
времени t' и t°; Pj , Р\ — средние значения давления в интервале t'] 
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в точках х 0 ^xv Величины ЕЛ/а и U?/2 будем называть основными, величины 
Р0 и Рх— вспомогательными. 

Из основных величин Uy2 известна, 17у2 должна быть вычислена из 
разностного уравнения (5.3). Вспомогательные же величины Р*0, Р*г долж­
ны определяться с помощью какого-либо алгоритма. Выбор такого алго­
ритма приводит к конкретной разностной схеме. 

Получим выражения для вспомогательных величин. Для этого второй 
интеграл в формуле (5.2) разобьем на два интеграла: 

xt , лу xt 

J U°dx = jj U°dx+ ^ U°dx, 
(5.4) 

где x y = Xo + (1 — T) h есть положение ударной волны в момент t°. 
Рассмотрим для цростоты лишь случай W > 0. Поскольку U непрерывна 
в [х0, Ху) и (ху, хх], то уравнение (5.4) может быть записано в виде: 

U?uh = ff ° (1 _ т ) А + Ulrh - \ (Ux)l (1 - r ) W + \ {Ux)%^ + О (hs). 
' (5.5) 

Соответственно первый интеграл в (5.2) запишется так: 

U\hh = [(1 - r ) h + И'т] [и'ь - ~ (Ux)b [(I- у) h + Wx]} + 

+ (yh_Wx)[u'a + ±(Ux)a(rh-W%)]0(h*). (5.6) 

Подставляя (5.5) и (5.6) в (5.3), заменяя (Ub — Ua) W разностью Рь — Ра 

из (1.5) и используя еще раз разложение в ряд Тейлора, получим 
Pl-Pl + Р°ь-Р°а + [(1 - т ) h + Wx] l(Ut)°b + W (Ux)°b] + 

+ (tA _ Wx) [(Utfa + W (Ux)°a] - (UxfbW [(1 - r ) h + Щ + 

+ (Ux)°aW - T A ) + О (x\\h*) = 0. (5.7) 

Потребуем, во-первых, чтобы линия уровня U, проходящая через точку 
Ху),\ имела уравнение = W и, во-вторых, чтобы выполнялись со­

отношения 
(#*)««/. = (и*)ь% + 0 W; (Р*)*!. = № . + 0(h); Wi/2 = WVt + 0(h); (5.8) 

Р0

аЪ=Р0ъ'Ы-(Рх)%Ф- (5.9) 
Эти условия позволяют записать (5.7) в виде 

Р[ - Р'0 = Р°ы/г - (Рх)°ьъ Г(1 - у) h + 

P»h+(P*№. ( 1 - Т ) - А + 
w 4 ? +0(.т«,Л«). (5.10) 

Если не учитывать членов второго порядка малости, то формула (5.10) 
есть не что иное, как разность величин 

PÏ = PU-(PXA 

PQ = Рр/ш (Px)b*/2 

8 Тр. Математич. ин-та, т. L X X I V 

(1-

d 

•r)h+^ 

• T ) Ä + - ^ - J . 
(5.11) 
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Совершенно аналогично, рассматривая закон сохранения массы в 
интегральной форме, получим 

(Vy-Vl)h~(ü[-Ul)x = 0, (5.12) 
где 

U\-Ul = - {UVu-Ulh) + -j- l(Ux)l.hW4-(Ux)l>hWVl) + О (т»А«), (5.13) 

и, следовательно, 

ü\ = 178./,- (Ux)bJ^Wshx + (1-у)h] , 
1 2 J (5.14) 

Ul = Ublt - (Ux)l4, [4- W,UT + (1 - r) A] -
При выводе формул (5.13) и (5.14) так же, как и при выводе (5.10) и (5.11), 
мы предположили, что ударная волна является линией уровня V и кроме 
уравнений (5.8) имеют место также уравнения: 

Uua4, = U%i, — {Ux)bf2h, (5 15) 
(Vx)%2 = (Vx)%h + 0(h). 

Чтобы окончательно определить вспомогательные значения U* и Р*9 

необходимо найти все величины, стоящие в правых частях уравнений 
(5.11) и (5.14). Способ нахождения этих величин мы рассмотрим в следую­
щем параграфе. 

§ 6. Определение вспомогательных величин 

Потребуем, чтобы линии уровня величин P, V, E, U совпадали и имели 
уравнение ^ = W. Это требование приводит к следующим уравнениям: 

(РХ)а = W (Ux)a, (Рх)ь = W (Ux)b, 

{Ех)а = (Uх)а, (Ex)b = ~ (Uх)ъ. 

Запишем далее для величин Р?/2, F?/2, Еу2 формулы усреднения, аналогичные 
(5.5). Подставив в них (6.1) и отбросив члены второго и выше порядка 
малости, получим 

#у. = U%2 (1 - т) + и°аг,шГ - -i- (Ux)tu (1 - + 4- (Ux)°a4^h, 

Р°ч. = Pbi. (1 - Т) + Р°#иГ - х- (Ux)b,, (1 - т)»А + 4" (Ux)Wh, 

Аг = E%u{i - r) + £SV,T - ^ (USl2 (1 - r)2A + ^ {Ux)%^h. 

Средние значения £Л% P?/v V?/t9 Щ% предполагаются известными. Уравнения 
(6.2) вместе с уравнениями (1.5) и уравнением состояния образуют систе­
му восьми уравнений с двенадцатью неизвестными: Р а , РЪу Ua, Ub, Va9 

У.ъ, Еа, Еь, W, г, ( # * ) а , (Ux)b. Сразу отметим, что при г = 0 или при 
Y = 1 число неизвестных уменьшается. При у = 0 ударная волна при 
t > t° находится вне рассматриваемой ячейки, поэтому ограничимся рао 
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смотрением случая у = 1. При таком значении у уравнения (6.2) прини­
мают вид 

(6.3) 

E^ = E0

a + ^-(Ux)0

ah. 

Исключим из уравнений (6.3) и (1.5) величины с индексом Ъ, получим 

h ^ Va 

r Va Va 

i V2 Va 

Задавая теперь каким-либо образом одно из значений с индексом Ь 
и решая систему уравнений (6.4) вместе с уравнением состояния, найдем 
все остальные величины за фронтом ударной волны. Вопрос о том, какая 
именно из величин за фронтом ударной волны предполагается известной, 
мы рассмотрим в следующих параграфах. 

Чтобы определить теперь величины U*, Р* из (5.11),*' (5.14), нужно 
найти все значения производной Ux. Однако, учитывая приближенный 
характер уравнений (5.7) и (5.13), можно этого не делать. Если ввести 
еще одно условие 

(Ux$/a=(Ux)b,a + 0(h), (6.5) 

то уравнения (5.7) и (5.13) примут вид 

Р\ - Pi = (РъЪ - РъЪ) + О (т2, /г2), 
(6.6) 

Ul - Ul = (ЕГьу,- Uby2) + О (т2, А2). 

Отбрасывая О (т2, h2) в (6.6) и подставляя полученные выражения в [(5.3) 
и (5.12), найдем приближенные значения Uyt и Vi/2. 

В заключение нужно отметить, что при решении системы (6.4) изве­
стная величина за фронтом ударной волны находится, как правило, приб­
лиженно. Следовательно, все остальные величины с индексом Ь, опре­
деленные из (6.4), также будут приближенными. Величины, приближен­
но описывающие состояние за фронтом ударной волны, будем обозначать 
Р., F, E, ÏÏ. 

В качестве конкретного примера рассмотрим случай, когда предпола­
гается известной величина U^i? Эта величина связана с ü7Ü.y2 следующим 
уравнением: 

UbV^U\ + ^(Ux)ly2h (6.7) 
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Подставив (6.7) в (6.4), получим следующую систему: 

где 
P*U -

Еьч, — 

^•W,,t(Ux)b,th + 0(h*)t 

(6.9) 

Решая (6.8) вместе с уравнением состояния, найдем Ру, Vt/„ Еу,. Восполь­
зовавшись (6.7) и (6.9), запишем теперь (5.11) и (5.14) в виде 

Pl = P'i. +^(Ux)l4,{h-W>uï) + О(т\ A«), 

U о = иЧъ + 4" (Uxpu (h - W4ti) + О (т», й«). 

Окончательно вместо (6.6) получаем 

Z7Ï - Ul = - Cfy, + С (т а, А 2 ) . 

(6.10) 

(6.11) 

Подставляя (6.11) в (5.3) и (5.12), найдем приближенные значения U»/, и 
•Vi/„ а из разностного уравнения энергии (мы рассмотрим его в § 8) найдем 

§ 7. Одно свойство полученных разностных уравнений 

Изложенные в § 6 рассуждения о выборе вспомогательных величин 
приводят к конкретным разностным схемам. Учитывая, что при выборе 
одной известной величины за фронтом существует некоторый про­
извол, можно говорить о классе разностных схем. Некоторые из этих 
схем будут рассмотрены ниже. 

Возникает вопрос, к каким схемам приведут наши рассуждения, 
если применить их к линейному уравнению 

Ut + aUx = 0 (7.1) 

при а = const. Проделаем соответствующие выкладки. Когда в некоторой 
ячейке сетки находится разрыв, разностное уравнение запишется в виде 

(rt / e - Ul) h + ax (Ul - Ul) = 0, (7.2) 
а для вспомогательных значений U* при а^> 0 и у = 1 получаются вы­
ражения 

Ul = и°ьъ - (их)°ьъ ^- + 0 (т2, Л2), 
(7 3) 

Ul = U°by- {их)1ъ^ + О (т2, ft2). 
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Одновременно имеют место уравнения 

UU. = U°«h+(Ux)°a4fi. ( 7 ' 4 ) 

Положив (Ux)a — (Ux)b = О (из (7.1) следует, что при этом будет и 
(Ut)a = (#*)ь = 0), получим 

Подставляя (7.3) и (7.5) в (7.2) с учетом того, что {7 Х = 0, приходим к из­
вестному разностному уравнению 

U'v^U!/2(l-^) + U ^ . (7.6) 

Это разностное уравнение обладает следующим интересным свойством: 
при 

'h 
Х а = 1 (7 .7) 

оно становится бесконечно точным, ибо начальные данные при таком со­
отношении шагов будут переноситься вдоль характеристик без измене­
ния. Если в начальных данных имеются разрывы, то они также будут 
переноситься вдоль характеристик не размываясь. В расчетах, однако, 
как правило, не выполняется условие (7.7), при котором проявляется 
указанное свойство. Это приводит к размыванию разрывов. 

Очень похожим свойством обладают построенные нами разностные 
схемы для уравнений гидродинамики. Покажем это. Подставив (5.5) 
и (5.11) в (5.3), при т= 1 получим 

U'th—Ua + ±(Pà^Pb) = 0(%,h).. (7.8) 

Заменим далее разность Ра — Ръ из (1.5) величиной W (Ua — Ub). 
Тогда (7.8) примет вид 

U\,-Ua{i.-x^r)-x^Ub = 0{x,h). (7.9) 

Отсюда видно, что при —>1 среднее значение Ui/t будет отличаться от 
{/ь на О (т, h). Аналогичные рассуждения имеют место и для уравнения 
(5.12). Следовательно, при условии 

X - - 1 (7.10) 

полученные выше разностные уравнения (5.3) и (5.12), записанные в виде 

U:,,-U?,t + jr(Pm

l-P*0) = 0, (7.11) 

V:/-Vl-^.(U'1-Ul) = 0, (7.12) 

аппроксимируют соотношения (1.5) с погрешностью аппроксимации О (т, h). 
Это свойство уравнений (7.11) и (7.12), которое мы назовем свойством 
сильной аппроксимации, можно рассматривать как некоторое предель­
ное свойство, так как в процессе вычислений условие (7.10) не всегда 
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выполняется (например, из-за условия устойчивости). Выбор ~^-<^i при­
водит лишь к размыванию ударных волн. 

Аналогичным свойством аппроксимировать соотношения (1.5) при 
условии (7.10) обладают также разностные уравнения в методах С. К. Го­
дунова и П . Лакса. 

§ 8. Разностное уравнение энергии 

В §§ 4 и 5 получены разностные уравнения, из которых определяются 
скорость и удельный объем. Для определения давления и внутренней 
энергии необходимо использовать уравнение энергии и уравнение со­
стояния. 

Рассмотрим вначале, как могут вычисляться энергия и давление 
в случае Д-волны. Здесь наряду с уравнением энергии (1.2) выполняется 
также дополнительный закон сохранения энтропии (1.4). Таким образом, 
для вычисления Р и Е могут использоваться два различных пути. 

1) Записав уравнение состояния в виде 

' P = f(S,V), (8.1 

по известным Р°, V0, V можно определить значение Р1 

Р' = / (V, *S° (Р°, V0)), (8.2) 

поскольку S' = Если в плоскости P, F провести адиабату Пуассона, 
проходящую через точку Р°, V0, то точка Р'', V будет лежать на этой адиа­
бате. Аналогично может быть вычислено и Е'. Например, Р' и Е' в случае 
идеального газа P — a (S) вычисляются по формулам 

Р ' = р о ( £ ) \ Е> = Е»(^у-\ (8.3) 

Из условия S' = S0 следует, что при таком способе счета погрешность 
в определении Р' и Е' целиком зависит от погрешности в определении V. 

2) Записав уравнение состояния в виде 
P. = f(V,E) (8.4) 

и добавив к нему разностное уравнение энергии, получим систему двух 
уравнений с двумя неизвестными. Решая ее, определим Е' и Р'. Посколь­
ку в этом| случае дифференциальное уравнение энергии аппроксимируется 
разностным уравнением, то возникает вопрос о точности вычисления Е' 
и Р'. Применяя уже известный метод (см. § 4), запишем уравнение (1.2) 
в виде 

v 

PdV = Е' — Ео + [(1 — g) р' + ßPoj Д7 + со, (8.5) 

где 

со=(Av? [ру (ß - 4-)+4- pvvAV (2Р2 - 2 ß + 4 ) ] + Q w 4 ) * < 8 - 6 ; 
v v* 

AV=V-Vo, ß = ^ . 

Перенося в уравнении (8.5) ю в левую часть и приравнивая оставшееся 
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выражение нулю, получим приближенное разностное уравнение 
Е' - Е° + [(1 - ß) Р' + ßP°] (V — V°) = 0. (8.7) 

Из (8.5) следует, что (8.7) совпадает с уравнением 
E' V 

J АЕ + Jj PdV = со. (8.8) 
Сравнивая (8.8) с (1.3), получим (8,9) 

\ TdS = со, (8,9) 

которое легко преобразуется к виду 
Г (S'' — S°) == со + О ((Д5)2). (8.10) 

Иными словами, переход от (1.2) к (8.7) неизбежно сопровождается появ­
лением (8.10). Это означает, что при вычислениях с помощью уравне­
ния (8.7) энтропия будет меняться в соответствии с (8.10) и условие 
S' = S0 нигде не будет выполняться. 

Итак, изменение энтропии, полностью определяемое уравнением 
(8.10), есть неизбежный факт. Остаточные члены являются, таким обра­
зом, диссипативными членами, ибо [называют} «вредную»] диссипацию 
энергии. Это заставляет нас рассмотреть данный вопрос с количествен-

1 

ной стороны. Ограничимся тремя случаями: ß = g» ß = 0, ß = 1. 

При ß = — уравнения (8.7) и (8.10) принимают вид 

E' —E* + 4 (P' + P°)(V — Fo) = 0, (8.11) 
Г (S' — So) = — -^P*w(AVf + О ((ДК)4). (8.12) 

Таким образом, хотя при использовании уравнения энергии в виде (8.11) 
энтропия и растет, но ее изменение описывается формулой (8.12), совпа­
дающей с известной формулой [7] для приращения энтропии на слабых 
ударных волнах. Счетное изменение энтропии во всяком случае не пре­
восходит физического эффекта возрастания энтропии на слабых ударных 
волнах. На волнах разрежения AV > 0, следовательно, энтропия умень­
шается и, наоборот, на волнах сжатия Д ^ <С 0 она возрастает. Использова­
ние уравнения энергии в виде (8.11) означает, что в расчетах адиабата 
Пуассона аппроксимируется адиабатой Гюгонио. 

При ß = 0 уравнения (8.7) и (8.10) принимают вид 
Е' — Е° + P' (V — V0) = 0, (8.13) 

Г (S' - «S°) = - ±-Ру (AV)2 + О ((ДГ)3). (8.14) 

В этом случае счетный эффект возрастания энтропии превосходит ее из­
менение на слабых ударных волнах. Независимо от знака AV энтропия в 
этом случае будет возрастать, что соответствует ложному разогреву ве­
щества, ибо Pv <С 0. Точка Р\ V в плоскости P, V при использовании 
формулы (8.13) будет лежать выше адиабаты Пуассона и адиабаты Гюгонио, 
проходящих через точку Р°$ V0. 
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При ß .==. 1 уравнения (8.7) и (8.10) принимают вид 
Е' -Е« + Р° (V - V0) = 0, (8.15) 

T* {S' - S0) = — i - P y ( A F ) 2 + 0((Д7) 3 ) . (8.16) 

С четный эффект изменения энтропии в этом случае также на порядок пре­
восходит ее изменение на слабых ударных волнах. Независимо от знака 
AV здесь будет происходить ложное охлаждение вещества. В плоскости 
P, V это будет означать смещение вниз от адиабаты Пуассона, проходящей 
через точку Р°9 V0. 

Таким образом, применение разностного уравнения энергии для опре­
деления Р' и Е' приводит к погрешности, обусловленной не только не­
точным вычислением V. Эта погрешность означает переход с одной адиа­
баты Пуассона на другую и легко может быть определена вычислением 
значений S0 и S'. Знание указанной погрешности не позволяет, однако, 
делать каких-либо выводов о точности счета в целом. Разность S' — Sù 

указывает лишь, с какой точностью решается система двух уравнений 
(уравнения энергии и уравнения состояния). 

Перейдем теперь к рассмотрению уравнения энергии в случае £-вол-
ны. Здесь" энтропия должна изменяться, [поскольку вещество сжимается 
ударной волной. Следовательно, для определения Р и Е имеется лишь 
одна возможность: численное интегрирование уравнения энергии с уче­
том ее диссипации на ударной волне. 

Применяя метод, описанный в § 5, приходим к следующему разностному 
уравнению энергии: 

Е ' Ъ - E ° H + \\{U\hf - (£/?,/] + \ (PlUl - P'0U'0) = 0. (8.17) 
Записав (8.17) в виде 

E[lt-È?h + ±-(U:,,-U?,,)(U:it + Ufo + -f РЖг-и'о) + 

+ ±-Ul(Pl-Pl) = 0. (8.18) 

и воспользовавшись уравнением 
pl-Pm

0-W,/t(Ul-U'0), 
являющимся следствием (1.5) и (6.1), получим 

E:,-E?U + A(V:/-V4I) = 0, (8.19) 
где 

А = Pi + W4t (Ul - - i - ü\u - 1 ?,.). (8.20) 

С помощью формул усреднения (1.5) и (6.1) преобразуем (8.20) к виду 
\ I W,, х\ W2 х2 

А = 4" (Л/. + Рчд + ( l - -JT) Щ.(#ь - Ua) + (Рх) 
ЬЧг 2h 

~ ( ^ U V • (8-21) 
Таким) образом, уравнение энергии принимает вид 

, ;^/ .-^/ . + 4-( i >v. + i > î / . + 2 ? v . ) ( ^ / . - ^ = 0, (8.22) 
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/ W î , x \ Wbx2 (h— Wut)2 

Ч = w 4 , {1 —тг) - u«i> ) + -er - <P*U 2h • 
(8.23) 

Сравнивая- (8.22) с (8.И), видим, что в уравнении (8.22) имеется диссипа-
тивный член 

определяющий «необходимое» изменение энтропии. В то же время «вред­
ное» изменение энтропии, как и в случае Я-волны, будет описываться 
уравнением (8.12), так как без учета q уравнение (8.22) совпадает с (8.11). 
Таким образом, в случае 5-волны «полное» приращение энтропии опре­
деляется уравнением 

T* (S' - So) = - q&V - ± Plv (*V)* + О (( Д7)4). (8.24) 

В заключение упростим выражение (8.23). Для этого воспользуемся 
формулами усреднения и уравнениями (1.5). После несложных преобра­
зований выражение (8.23) принимает вид 

Я^-Рьъ-Р^ (8.25) 

Таким образом, полученная нами диссипативная функция q («вязкость») 
есть разность между давлением на фронте ударной волны, находящейся 
в рассматриваемой ячейке сетки, и давлением, средним на шаге /г. 

§ 9. Разностная схема 1 

Все искомые величины будем определять на сетке второго типа (см. 
§ 2). Тогда уравнения (5.3) и (5.12) запишутся в виде 

Utx (PU, - Ply,) = 0, (9.1) 

VW/-Vl,,-±(Ul1-Ul) = 0. (9.2) 

Из § 6 следует, что в качестве вспомогательных значений Р* + 1 / 2 и Р-_ 1 / 2 

могут быть; взяты Рш/ 2 и Рл-цъ- После этого из (9.1) определяются все зна­
чения C / n + 1 . Разность Vi+l — UT1 полагается равной скачку скорости 
на фронте ударной волны, находящейся в ячейке i + ^, а в качестве ос­
тальных величин перед фронтом берутся Р?+1/ 2, V%+y2, Ei+i/2 в соответствии 
с формулой (6.4). Решая систему (6.4), найдем все остальные величины за 
фронтом ударной волны, в частности, Рьг+*/2> которое, учитывая его прибли­
женный характер, обозначим через P?+i/2. 

Для нахождения энергии воспользуемся уравнением (8.22). Если в 
1 

нем заменить полусуммой г> ( ? £ , . ! / , + 9и*)> т 0 П Р И решении этого урав­
нения не потребуется итераций. В то же время такая замена не приводит 
к уменьшению точности. 
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Окончательно система разностных уравнении запишется 

иг1 ^т-^Ф^-РЬи), 
в виде 

(9.3) 

(9.4) 

трп+1 
= Ei+ifi |- (Риу2 + Риъ) (Vuy* — V?**/*)* (9.5) 

(9.6) 

on+1 — 
О в случае Я-волны, 

Wi+i/i . [i—^^\Utl—UTx\^ случае £-волны. 
(9.7) 

Выбор по формуле (9.7) позволяет использовать одни и те же раз­
ностные уравнения для счета R- и 5-волн. В качестве q нами взята глав­
ная часть выражения (8.23). Отброшенные при такой замене члены имеют 
вид 

<û = (Px)bi+l/l- 2h 4 */ai+V. • 2h 

Из (5.8) и (6.5) следует, что (9.8) можно записать так 

(9.8) 

(9-9) 

Таким образом, погрешность аппроксимации уравнения (8.23) уравне-
xW 1 

нием (9.7) достигает минимального значения при — = - + 0(т, h). Этот 
факт можно учесть в расчетах при выборе шагов сетки. 

Все вычисления по данной разностной схеме проводятся в следующем 
порядке: 

1) По известным значениям P?+v, из (9.3) определяются 
2) По найденным из (9.4) находятся F?+

+i/8. 
3) *У-волна. Для определения P?+v2 решается система трех уравнений 

(ВД, - Ptvù (ПЯ - Пчй = -(AU)*, 

ВД2 = Eb,t + 4 (ЛСО2 - **v. (?iïv. - ПъУ (9.10) 

^*+Yi ^ / V^i+Vn ^ i + Y J » 

которая получается из (1.5), если предположить, что 

ра = р?+1/2, F a « n + 1 / 2 , # ö = £ ? + У г , (дг/f = {ub-uaf = (uiïî-ur1)2. 
4) 5-волна. Из уравнения (9.5) находится J^+y,. 
5) Я-волна. В этом случае с™* = 0 и JPJJ/, = -Р?+у2. [Таким образом, 

уравнение (9.5) вместе с уравнением состояния образует систему двух 
уравнений с двумя неизвестными: Р?+у8, Е"$2. 

Если не конкретизировать вид уравнения состояния, то система (9.10) 

так же, как и система двух уравнений в случае Л-волны, решается прибли­
женно (например, методом хорд). В некоторых частных случаях для Рич^ 
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может быть получено явное выражение. В случае идеального газа такое 
выражение имеет вид 

а) для Я-волны: 

P i + 1 / ° - P i + t " - P i + l h (т + D nti - It - D Кч. ' { } 

б) для £-волны: 
D N + 1 D n I T + 

= P i + V 2 + -

Из (8.23) и (9.12) следует, что в случае £-волны gf+i/2 записывается в виде 

дп+1 

(9.13) 
Здесь ÙJJ = U™+î — UT1- Из (9.13) видно, что полученная вязкость 
является линейной: 

если 

QÏÏ,= ( l - ^ ) \ / ^ - \ A U \ , (9.14) 

и квадратичной: 

С . 1 = ( 1 - ^ ) ^ ( А ^ (9.15) 
если 

2 f X±i Alf] 

§ 10. Разностная схема II 
Все искомые функции будем определять на сетке второго типа (см. 

§ 2.) Уравнения (5.3) и (5.12) так же, как и в схеме I , запишутся в виде 
(9.1) и (9.2), однако вспомогательные значения U , Р выберем по-дру­
гому, а именно: 

а) в качестве значений перед фронтом ударной волны возьмем 'Р?+у2> 

б) в качестве скачка скорости на фронте ударной волны возьмем раз­
ность £/?+ 1 — £/"?. Тогда из (6.6) следует, что U\ = Z7Î, PÎ+»/, = Рг+»/2-

У равнение J энергии берется в том же виде, что и в схеме I . Оконча­
тельно система разностных уравнений имеет вид 

иг1=т--с

Г(р^г - а д . (юл) 

n:i=vï+th+±(w+1-uï), (10.2) 

ед=.^,-4-(^/. + ад№-Пи^. (Ю.З) 
4 
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ап+1 _ 
W: 

РЫ-РКЪ + дЪЪ (1.0.4) 

0 в случае Л-волны, 
/ W. „ t \ (10.5) 

l + 1 / 2 1̂ — - ^ - ) . — *7?| в случае S-волны. 7 

Все вычисления по данной разностной схеме проводятся в следующем 
порядке: 

1) По известным значениям С/? из (10.2) находятся все значения V ^ i ) 2 . 

2) £-волна. Решая систему уравнений 

та - P U ) т% - n*,)=- с АЩ\ 

т:ъ=EU+4- - P U (n:i - n + V 2 ) , 
(10.6) 

(Atf)2 = ( ^ + 1 - * 7 ? ) 2 , 

найдем P-îJ/,, после чего из (10.3) определим 
3) Я-волна. Для определения и P?+i/2 = P?++i/2 решается система 

двух уравнений: уравнения (10.3) и уравнения состояния. 
4) По найденным P?+v, из (10.1) вычисляются 
При сравнении схем I и II легко заметить, что схема II является как 

бы сопряженной для схемы I: вспомогательные значения Р в уравнении 
движения и вспомогательные значения скорости в уравнении неразрыв­
ности отличаются лишь временным индексом. 

В схеме I I так же, как и в схеме Т, погрешность аппроксимации урав­
нения (8.23) уравнением (10.5) достигает минимального значения, когда 

xW * 1 величина —̂ - близка к - у . 

§ 11. Разностная схема III 

Все искомые функции будем определять на сетке первого типа (см. 
§ 2). С помощью методов, описанных в §§ 4 и5, получаем систему разност­
ных уравнений 

П п + 1 _ ТТП Р* — Р* 
- i + v ° т + 1 + 1

 h * = 0, (11.1) 

уП+1 _ уП тт* _ тт* 
U u i

h — 1 = 0, (11.2) 

gi+Y»"" g*+Yi j ^i+lUi+l~riUi Q ( И З ) 

Эти уравнения являются общими для любой схемы при данном выборе 
сетки и используются, например, ив схеме С. К. Годунова, и в схеме П. Лак-
са, а способ определения вспомогательных величин U* и Р*, вхо­
дящих в эти уравнения, определяет характер конкретной разностной 
схемы. 

Рассмотрим случай Л-волны. Вначале остановимся на более простом и 
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прозрачном способе определения U* и Р*. Он основан на том, что в слу­
чае Л-волны разрывы в решении отсутствуют. Это позволяет применять 
интерполяцию для нахождения U*, Р*. В простейшем случае для Ui и 
Pi получаются выражения 

и\=-4-К1—k)(ui4l+uiVl)+к mi\)], 
(11.4) 

р\ = \ i d - h) (РЪч, + Ph,ù + h (PÏÛ + 

Величины 1г и Z2 — не что иное, как веса значений U и Р нал- и n + 1-
шагах. Конкретные значения 1\ и Z2 выбираются таким образом, чтобы со­
ответствующая им разностная схема была устойчива (см. § 13). 

Разностные схемы, в которых вспомогательные значения U* и Р* опре­
деляются из (11.4), мы будем называть схемами IIIA. Среди этих схем 
только две оказываются явными: 1) схема с 1Х = 0 и / 2 = 1 и 2) схема 
lx = 1 и Z2 = 0. Остальные схемы — неявные. 

Рассмотрим далее второй способ определения величин U*, Р* в случае 
Л-волны. Этот способ заключается в использовании вспомогательных 
разностных уравнений, которые получаются аналогично основным раз-
постным уравнениям, с той разницей, что интегрирование по х ведется в 
промежутке lxi-y2t Xi+y2], а интегрирование по t в промежутке [tn, tn + h], 
тле I — некоторый параметр. Таким образом, для U\ и Р\ получаются 
следующие уравнения: 

и1 = щ-1^(ръы-ръы), 
(11.5) 

p * = p n _ l j * _ { u n + i / _ u U h 

Величины Щ, Р™, учитывая непрерывность U и Р на га-шаге, будем опре­
делять] интерполяцией: 

(11.6) 

i>?.= -L(nVi + i>î J / i ) , 

Разностные схемы,1 в которых вспомогательные величины U\ и Р\ опре-
дeляютcяJ из (11.5), (11.6), мы будем называть схемами Ш Б . Среди этих 
схем нет неявных.] 

Благодаря произвольности выбора Z3, Z4 в (11.5) этот метод позволяет 
получать большое количество хороших разностных схем, в том числе 

1 / h \ 2 

и уже известных.̂  Так, например, при l3 = Z4 = ~у(:^г) уравнение (11.5) 
совпадает с (0.5), т. е. схема, соответствующая этим Z3 и Z4, является схе-

1 h 
мой П. Лакса. В случае, когда Z3 = Z4 = -zj- — , соответствующая им раз-

di %С 

ностная схема совпадает с акустическим вариантом схемы С. К. Годунова. 
В случае £-волны вспомогательного значения U *, Р* будем выбирать 

так, как это указано в § 6, и в качестве известной величины за фронтом 
ударной волны возьмем Р п . Полученную таким образом разностную схему 
назовем схемой IIIB . 125 



Все вычисления по схеме III проводятся в следующем порядке: 
1) Л-волна U^i/2— UiJ/a > 0. Вспомогательные значения U\ и Р\ 

определяются по формулам (11.4) либо (11.5), (11.6). 
2) £-волна U%AJ2—С/£.1/2<^0. Вспомогательные значения Р\ и U\ 

определяются из системы (1.5), как UBL Рь« При этом, если Pt-y2^>Р?+у2» 

ТО Р1г/2 = Р а , V^U = У а, = Еа. = U„ РЬ,Ш = I V Е С Л И ЖЭ 

Р£-у 8^Pi+i/ 9 , то, наоборот, величины с индексом г — г/2 берутся в каче­
стве величин перед фронтом, & Ръ = JPi+i/2. 

3) По найденйым ü\, Р\ находятся *7&}в, 7 ? ^ , ВД2, РЭД, из 
(11.1) —(11.3). 

§ 12. Разностные схемы в акустическом приближении 
В этом параграфе мы рассмотрим частный случай схем I , I I , I I I . Пе­

реход от общего случая к акустическому приближению сопровождается 
существенными упрощениями и облегчает возможность сравнения с дру­
гими разностными схемами. Простота схем в акустическом приближении 
позволяет провести исследование монотонности, устойчивости и некото­
рых других свойств. Отметим еще, что мы приходим к акустическому при­
ближению, уже имея схему для нелинейного случая. 

Переход к акустическому приближению сопровождается предполо­
жениями о постоянстве энтропии и скорости звука, что позволяет систе­
му (1.1) записать в виде 

Ut + Рх = 0, 
Pt + c*Ux = 0. (12.1) 

Далее мы будем рассматривать аппроксимацию системы (12.1) разно­
стными уравнениями. 

Рассмотрим случай Л-волны. Для схем I и II получаем следующие 
разностные уравнения: 

иг1 = m - 4 и (Р1Уг - PU,) + а - 1 ) (р^\ - р&,л 
(12.2) 

ВД2 = вд, - [(i - 1 ) (Uli — и") +i (uïï - иг1)]. 
Из (12.2) при 1 = 1 получается схема I , при 1 = 0 — схема I I . Все воз­
можные значения I в (12.2) определяются из условия устойчивости. 

В случае схем Ш А разностные уравнения в акустическом приближе­
нии записываются в виде 

u&\ = ui4--^[(i - к) (Ptv-Ptv,) + М В Д . - В Д . ) ] , 
(12.3) 

ВД, = РЪУг - g- [(i - h) (ulv,- uly,) + h (u&\ - Uli,)}, 
a в случае схем Ш Б — в виде 

ü7+i/2 = и"+уя — (Р?+*/г — Р1-*/2) + h X-jp {Ui+s/2 — 2Ui+y2 + U?_i/2)> 
(12.4) 

Pit = РЬи - % (Uly2 - Uh/2) + h % (Plyz - 2Pfc/. + PU2). 126 



Все возможные значения ll9 Z2, Z3, Z4 определяются из условия устойчи­
вости. 

Перейдем теперь к £-волне. В акустическом приближении W = с 
и вместо (8.23) получим 

gi+1/2 = с (l - (Ubi+y- UaU,/2). (12.5) 

Принимая во внимание (9.7), (10.5) и (12.5), для схем I и II получим сле­
дующие разностные уравнения: 

иг1=m-i- и {РЪчш-Pbu) + (i - 1 ) 

•-^-^)^х-т+ии^ (12.6) 

ВД2 = РЪ/2 - Ç [/ {Щи - иг1) + (i - 1 ) {uti - tf?)]. 

Из (12.6) при I = 0 получается схема I I , при Z = 1 — схема I. 
Сравнивая (12.6) с (12.2), видим, что величина UT1 вычисляется по-

разному на Я- и ^-волнах. 
Рассматривая схему Н Ю , ограничимся случаем, когда W > 0 . Тогда 

разностные уравнения запишутся в виде 

Ü = U i+t/2 Y (^г+г/2 — Гг~\!2), 

^ 1 n ХС* п п ГС п п п

 ( 1 2 ' 7 ) 

^i+V. = -P?+Va- (#î+3/2.— ^?+V2) + ~Y (^*+7«— 2P^.1/2 + Pï-i/a). 

§ 13. Условие устойчивости 

Рассмотрим устойчивость разностных схем [в простейшем случае — 
в акустическом приближении. Условие, при котором ошибки округле­
ния не возрастают, получим, пользуясь известным [1] методом. 

В случае системы (12.2) находим следующие уравнения |для погреш­
ностей: 

ьит1=m — Y и ( О В Д , - О В Д 2 ) + (i - 1 ) ( О В Д 2 - ар£&)], 
(13.1) 

О В Д 2 = à P i t / t + ^ [(i - 1 ) vin*-ÔUÏ) + i(àu%î-öur1)]. 
Решение системы (13.1) будем искать в виде 

ец = От10е°"+^ж, (13.2) 

где под т) нужно понимать U или Р. Подставляя (13.2) в (13.1) и опуская 
общие множители, получим 

èU0 (р - 1 ) + \ ÖP0 (| - Г1) [I + P (1 - 1 ) ] = 0, 
(13.3) 

ô t f „ Ç ( i - r ) ( i _ J + ^ + ô P o ( p - i ) = o, 

где p = е а т, \ = e^h. Равенство нулю определителя системы (13.3) дает 

р2 - 2ар + Ъ = 0, (13.4) 
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где 
1 — 2х2 [Z2 — (1 — If] sin2 ßfr 

a~~~ 1 + 4x2Z (1 — Z) sin2 ß/i » 
t л ТС 

Корни этого уравнения лежат в единичном круге тогда и только тогда, 
когда 

2|а |<1 + Ь , |Ь |<1. (13.5) 
Раскрывая первое условие (13.5), получим 

х " < ( Г ^ . - . ( 1 3 - 6 ) 

Следовательно, ошибки округления не возрастают (|р|<^1), если шаги 
т, h и параметр Z удовлетворяют условию (13.6). Выбором I фиксируется 
верхняя граница значений х, обеспечивающих устойчивый счет при дан­
ном Z. 

Для схем I и II (Z = 1 и Z == 0) условие] устойчивости принимает вид 
х 2 < 1 . > (13.7) 

Величина p у схем (12.3) определяется уравнением 
р2 - 2ар + Ъ = 0, (13.8) 

где 
1 

1 — ~Y к2 (h — 2Zxla + '2) sin2 ßÄ a — 1 +x 2/iZ 2sin 2ß/i 

ъ _ 1 + x 2 (1 — Zi) (1 — /2) sin2 ßfr 
(13.9) 

1 + x2ZxZ2 sin2 ßÄ 
В этом случае из второго условия (13.5) следует: 

k + h> 1. (13.10) 
Первое же неравенство (13.5) дает ограничение на шаги т и h: 

Таким образом, если значения 1Ъ Z2 их удовлетворяют (13.10) и(13.11), то 
соответствующая им разностная схема, получающаяся из (12.3), устой­
чива. 

Проделывая аналогичные выкладки для (12.4), получим 
р 2 —2ар + Ь = 0, (13.12) 

где 
а = 1 — 2х2 (Z3 + Z^ sin2 ßA, 

Ь = 1 — 4>с2 (Z, + Z4) sin2 ß& + 16x4Z3Z4 sin4 ßu + 4x2 sin2 ßA (1 — sin2ßA). 
Используя! (13.5), получим два условия, которым должны удовлетворять 
величины Z3, Z4 и х: 

г 3 + h > 1, (13.13) 

Из (13.13) и (13.14); следует, что максимальное значение х получается при 
/3 + /4 = i . 
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Г Обратимся теперь к разностным схемам для расчета 5-волн. Проде­
лывая указанные выше выкладки для системы (12.6), получим условие 
устойчивости (13,7), откуда следует, что параметр / не влияет на устой­
чивость. Для схем Ш В условие устойчивости также получается в виде 
(13.7). 

§ 14. Монотонность 
В этом; параграфе мы обсудим вопрос, как сильно схемы I, I I , I II иска­

жают монотонность решения. Все выкладки проведем для акустического 
приближения. 

Согласно теореме С. К. Годунова [8], необходимым и достаточным усло­
вием того, что схема У £ + 1 =± переводит монотонные функции в мо­
нотонные с тем же направлением роста, является неотрицательность коэф­
фициентов q. Чтобы исследовать коэффициенты в рассмотренных рыше 
схемах, преобразуем их к более удобному виду. Перейдем к новым пере-

м е н н ы м : Yi = Pi + cUi, (14.1) 
Zi = Pi — cU j . 

8 новых переменных уравнения (12.1) принимают вид 
Yt + cYx = 0, (14.2) 
Zt — cZx = 0. 

Вводя.У и Z вместо Р и U в разностные уравнения, получим связь между 
У 7 1 4 1 и У п , Zn и, соответственно, между Z n + 1 и У п , Z 7 1 . Анализ коэффи­
циентов в формулах позволит установить, будет ли монотонным решение, 
полученное с помощью схем I, I I , I I I . 

Мы ограничимся исследованием монотонности только в случае 5-волн. 
Схема I , получающаяся из (12.6) при I = 1, может быть записана в 

виде иг1=m - х №/. - pt'/ù - * (i - x) №+1 - m+ui,), 
(14.3) 

ВД, = P? + I / 2 - ж \Un

ul - U?) - у? (Plv, - 2Ply, + РЪ/г) -

-^(i-^iuiz-wii+zm-uU). 
1 

Уменьшив во втором уравнении (14.3) индексы на -тр прибавим и вычтем 
его из первого уравнения, умноженного на с: 

YT1 = У? + - f (Yli - 2Yly2 - 2У? + 2У?_./2 + Yli) -

_ î l u - * ) ( y n 3 / _ з у ^ 1 / 2 . + 3 y t v 2 - Y b u ) -
_ ? Ü L = ^ ) - ( z? + 1 - 2Z? + ад + ( а д 2 - 3z?+1/2 + з а д - а д ) . 

(14.4) 
z r 1 = z? + (zr+1 + г а д , - 2z? - 2z?_,/2 + ад + 

_l_ Y? (1 — x) да./, — 3Z?+i/ 2 + 3Z"_«/2 — Z?_3/2) — 

_ * " - 2 * ) { П л _ 2 У ? + У2.0 - ( У ? ^ / . - З У £ , / 2 + З У ? _ . л - y ? _ V 2 ) . 

(14.5) 
9 Тр. Математич. ин-та, i . L X X I V 129 



Из (14.4) и (14.5) следует, что не все коэффициенты положительны. Сле­
довательно, когда точное решение монотонно, приближенное решение, 
полученное с помощью схемы I, может стать немонотонным. Точно такой же 
результат получается для схем II и I I I . 

Поскольку рассматриваемые схемы дают немонотонное решение, то 
для дальнейшей оценки их достоинств и недостатков возникает необхо­

димость ввести некоторую количествен­
ную характеристику немонотонности. 
В качестве такой характеристики возь­
мем наибольшую разность между част­
ным максимумом приближенного реше­
ния и следующим за ним частным мини­
мумом в случае монотонно возрастаю­
щего точного решения или наибольшую 
разность между частным минимумом и 
следующим за ним частным максимумом 
в случае монотонно убывающего точного 
решения. Модуль указанной разности 
будем в дальнейшем называть мерой не­
монотонности. 

Рассмотрим волну сжатия, распро­
страняющуюся в положительном нап­

равлении по постоянному фону (в расчетах такая волна заменяется 
совокупностью .S-волн). Постоянство фона означает, в частности, что все 
Z на га-шаге равны (имеется в виду, что на га-шаге известно точное реше­
ние). В этом случае уравнения (14.4) и (14.5) принимают вид 

' i f " = П + -Y-iXti - 2r? + v, - 2F? + ' ЗУ?-v2 + Yti) -
x 2 (1 — x) 

Рис. 1. 

zr1 = z? -
x 2 ( l —x) 

• ̂ ( 1 7 2 и ) (У-; , - гу? + YU) -
V 1 i - : - 3 / 2 — ö r i+Vt'T" à* i-y,'— * î-Va)-

(14.6) 

(14.7) 
Таким образом, для определения Y мы получили разностное урав­

нение, не содержащее значений Z. В то же время Z ? 4 1 не остается строго 
постоянным, так как оно вычисляется из уравнения (14.7) по значениям 
Yn. Следовательно, на га + 1-шаге функция Z становится непостоянной, а 
значит, немонотонной. Поскольку рассматриваемая разностная схема не 
сохраняет решение монотонным, то нам остается лишь выбирать такой 
режим счета, при котором мера немонотонности У и Z была бы минимальна. 

Заменим все значения У , входящие в (14.7), рядом Тейлора в точке х{. 
Тогда уравнение (14.7) примет вид 

__^п X (1 — 2%) у//д2 % 2 (1 ~ 
2 2 

*)• 
Y"'hs + 0(№), (14.8). 

откуда следует, что мера немонотонности есть величина второго порядка 
малости относительно h. Главный член выражения (14.8) оо=— х (1 — 2 и ) у"/^ 

2 
1 

имеет вид, изображенный на рис. 1. Из (14.8) [следует, что при х = — 130 



мера немонотонности становится величиной третьего цорядка малости 
относительно hr а при 0 <^ х м е Р а немонотонности почти в восемь 
раз меньше, чем при к = 1. 

Изложенные рассуждения подтверждаются расчетами: 
1) Результаты расчетов в акустическом приближении приведены в 

табл. 1, где кроме начальных значений У и Z содержатся также значения 
У и Z на первом шаге, полученные с различными х (х = 1, х = 0,5, х = 
— 0,25). Как видно из этой таблицы, прих = 1 отношение меры немоно­
тонности У к Z достигает 7%, при х = 0,5 — 1%, при х = 0,25'— 0,6%0 

Переходя от У и Z к Р и U и учитывая, что все функции определяются на 
сетке второго типа, получим табл. 2. 

Т а б л и ц а 1 
Зависимость Y и Z от х в численном примере 

Начальные Первый шаг 
Номер 
точки данные х= 1 1 х=0,5 х = 0,25 

Y Z Y z 1 Y . г 1 У Z 

—3,0 
—2,5 
—2,0 
- 1 , 5 
- 1 , 0 
—0,5 

0 
0,5 
1,0 
1,5 
2,0 
2,5 
3,0 
3,5 

1,00 
1,00 
1,00 
1,00 
1,00 
0,90 
0,75 
0,50 
0,25 
0,10 

0 
0 
0 
0 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

> ь 
0 
0 
0 
0 

1,000 
1,000 
1,000 
0,95а 
0,975 
1,000 
1,025 
1,000 
0,775 
0,500 
0,225 
0,050 

0 
0 

0 
0 
0 

—0,050 
—0,125 
—0,150 
—0,125 

0 
0,125 
0,150 
0,125 
0,050 

0 
0 

1,000 
1,000 
1,006 
0,990 
1,000 
0,950 
0,869 
0,719 
0,481 
0,300 
0,125 
0,040 
0,006 

0 

0 
0 

0,006 
0,015 
0,012 

0 
—0,019 
—0,031 
—0,019 

0 
0,012 
0,015 
0,006 

, 0 

1,000 
1,000 
1,003 
0,993 
0,999 
0,925 
0,812 
0,613 
0,374 
0,200 
0,062 
0,018 
0,001 

0 

0 
0 

0,003 
0,012 
0,022 
0,019 
0,007 

—0,015 
—0,025 
—0,019 
—0,010 

0,001 
0,001 

0 

Т а б л и ц а 2 

Зависимость Р и U от х в численном примере 

Первый шаг 

точки Начальные данные х--1 х=0.5 х==0,25 

Р .и p 1 и Р и Р 

—2,5 0,50 0,500 0,500 0,500 
—2,0 0,500 0,500 0,500 0,500 
- 1 , 5 0,50 0,450 0,503 0,502 
- 1 , 0 0,500 0,550 0,494 0,490 
- 0 , 5 0,45 0,425 0,475 0,472 

0 0,375 0,575 Х),444 0,402 
0,5 0,25 0,500 0,344 0,299 
1,0 0,125 0,325 0,256 0,199 
1,5 0,05 0,325 0,150 0,090 
2,0 0 0,050 0,066 0,036 
2,5 0 0,050 0,088 0,009 
3,0 0 0 0 0 
3,5 0 0 0 0 
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2) В общем случае по схеме H I B рассчитывалось распространение ста­
ционарной ударной волны. Начальные данные и краевые условия были 
заданы следующим образом: 

1. При t = 0, 0 < х < 100, U = P = Е = 0, 7 = 1. 
2. При а: = 0, t > 0, P = 1. 
3. При х = 100, Г > 0, С/ = 0. 

Рис 2. 1 — точное решение; 2 — решение, 
полученное по схеме Ш В с х = 1 

0,5-

о w го зох 

Рис. 3. 1 —точное решение; 2 — решение полученное 
1 

по схеме III В с х = ^ (немонотонность 0,1% в точке 22) 

Результаты расчетов приводятся на рис. 2 и 3. На рис. 2 видно, что вы­
числения с х = 1 приводят к заметной немонотонности, в то время как 
при х = -у (рис. 3) профили практически монотонны. 
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§ 15. Энтропийные эффекты 

Из уравнения состояния 
P-f(S, V) (15.1) 

следует, что одно и то же значение давления может быть получено при 
разных значениях S и V. Принимая во внимание, что (§|г) <С О и > 0 / 
приходим к выводу, что значение Р сохранится при увеличении F , если 
одновременно будет увеличено S, и, наоборот, при уменьшении F должно 
быть уменьшено S. То же самое имеет место, когда используется уравне­
ние состояния в виде P = / (F, Е). Именно это свойство уравнения со­
стояния приводит в процессе вычислений к энтропийным эффектам. Они 
проявляются в том, что в некоторых ячейках сетки значения V, E uS 
резко завышены или занижены по сравнению со значениями этих величин 
в соседних ячейках. Если давление в указанных ячейках мало отлича­
ется от давления в соседних ячейках, то образованные в процессе вычис­
лений выбросы термодинамических величин сохраняются в дальнейшем 
почти без изменений. Ниже мы будем называть указанные искажения ре­
шения «энтропийными следами». 

В § 8 было показано, что погрешность в определении энтропии зави­
сит как от диссипативных, так и от остаточных членов. 

Энтропийные следы образуются там, где в силу каких-либо причин 
зависимость диссипативных или остаточных членов от времени сильно 
отличается от аналогичной зависимости в соседних ячейках сетки. 
Такими причинами могут быть, например, взаимодействие двух размытых 
ударных фронтов или взаимодействие размытого ударного фронта с кон­
тактной границей. Энтропийные следы образуются также там, где сосед­
ние шаги сетки по х различны. 

Ниже мы рассмотрим механизм образования энтропийного следа 
в схеме I . 

Пусть начальные данные имеют вид 

Ui = Uь, = Р ь , Vi+ih = Vb, Ei+ii2 = Е ъ при i < 0, ^ 5 ^ 

Ui =Ua, РиЪ = Pa, Vu-Ъ = V a , = Ea При î - > 0 

и ht/t Ф /г-1/2. Рассмотрим к примеру случай/когда hi/2^>h-i/2. Введем вели­
чину т] так, что fe_i/2 = r\h+i/2. Тогда в предельном случае, при xW = fei/2, 
из уравнения (9.3) получим 

UT1 = U A +

 2 f i ~ y . (15.3) 

Отсюда следует, что U Q + 1 = Ub тогда и только тогда, когда r\ = 1. 
В нашем же случае г) ^> 1, следовательно, решение за фронтом ударной 
волны искажается и U Q + 1 <^ UB. Это означает, что решение в интервале 

х0] будет также .^-волной, ибо Uo+1 — U-t1 < 0. 
Таким образом, в точке х = х0 происходит формирование второй удар­

ной волны, обязанной своим существованием только неравномерности 
сетки. Наличие второй ударной волны приводит к дополнительной дис­
сипации энергии и, следовательно, к энтропийному следу. Совершенно 
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аналогично энтропийный след образуется и при т] <^ 1. Приведенные рас-
xW 

суждения не являются строгими, ибо условие = 1 д процессе вычис­
лений не выполняется. Тем не менее они позволяют сделать некоторые 
полезные выводы относительно выбора сетки, которые полностью подтверж­
даются расчетами. 

Выше мы показали, что при распространении ударной волны в одно­
родном веществе неравномерность сетки вызывает искажение решения, 
напоминающее по форме распад разрыва. Естественно поэтому обратить 
внимание на соотношение шагов сетки вблизи контактной границы, где 
действительно происходит распад разрыва. 

Пусть начальные данные по-прежнему заданы в виде (15.2) и ударная 
волна находится в точке х = х0. которая является контактной границей. 
Пусть р а — начальная плотность вещества, лежащего справа от кон­
тактной границы, р о Ь — начальная плотность вещества, лежащего слева 
от контактной границы. При t ^> tn в точке х0 произойдет распад разрыва 
и вправо пойдет ударная волна со скоростью Wly а влево в зависимости 
от величины Ô = — пойдет либо ударная волна, либо волна разрежения. 

Р а -

Пусть ô <^ 1. Тогда влево пойдет ударная волна со скоростью —W2. 
Потребуем, чтобы описанное в § 7 свойство наших разностных уравнений 
имело место на обеих ударных волнах. Необходимым условием этого 
является условие 

h i, ht, 

Когда обе ударные волны слабые, W х с, то уже из (15.4) получается 
условие для выбора шагов сетки справа и слева от контактной границы 
(так называемый акустический критерий): 

(15.5) 

Акустический критерий применялся С. К. Годуновым [8] при построении 
сеток. 

Когда обе ударных волны сильные, мы приходим к необходимости 
решать более сложную задачу. Для волны, пришедшей на контактную гра­
ницу, и волны, образованной после распада разрыва, при Ра=0 и Р 0 ь= 
= 0 имеют место уравнения 

Рь = Ц1р»(иъ-иаГ, (15.6) 

P^^PaiUb-Uaf. (15.7) 

Разделив (15.6) на (15.7), получим первое уравнение системы 

$ - • ( - & ) ' • • <«•» 
Далее воспользуемся свойством наших разностных уравнений: уравне­
ние (9.3) должно давать U Q 4 1 = UK при двух условиях (15.4). Таким 
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образом получаются еще два уравнения: 

А. 
UM 

2*1 

(15.9) 

(15.10) 

Здесь Рк, t/fc — значения давления и скорости на контактной границе 
после распада разрыву. Решая систему (15.8)—(15.10), получим 

5 +. Уо 2 + 80 (15.11) 

Знак плюс перед корнем выбирается из рассмотренного выше условия, что 
г] = 1 при ô = l. 

Из (15.11) следует, что ш а г и с е т к и п о х ( м а с с ы ) с п р а в а 
и с л е в а от к о н т а к т н о й г р а н и ц ы д о л ж н ы б ы т ь 
р а з л и ч н ы м и и их соотношение зависит от соотношения плотностей. 

В табл. 3 приведены значения т] для различных о, полученные как по 
формуле (15.11), так и с помощью акустического критерия. 

Зависимость TJ от Ô 
Т а б л и ц а -3 

5 1 0,75 0,5 0,25 0,1 0,05 0,01 

т) — случай сильной 
ударной волны 

1 0,828 0,6 Ю 0,428 0,250 0,171 0,074 

г) — акустический кри­
терий 

1 0,867 0,707 0,500 0,316 0,224 0,100 

Мы рассмотрели лишь случай W ^> 0. Однако в момент выбора сетки 
знак W не известен. Чтобы устранить зависимость формулы (15.11) от 
знака W, будем в качестве отношения плотностей выбирать величину 
о < 1 . 

При, отражении от контактной границы волны разрежения вместо 
уравнения (15.10) должно использоваться уравнение, справедливое для 
волны разрежения. Учитывая, однако, малое различие между (15.11) 
и акустическим критерием (см. табл. 3), применение формулы (15.11) 
можно считать оправданным и в этом случае. 

Расчеты задач с контактными границами и ударными волнами пока­
зывают, что при найденном выше законе построения сетки вблизи кон­
тактной границы величина энтропийного следа оказывается минимальной. 

§ 16. Численные расчеты 

Рассмотренные в предыдущих параграфах разностные схемы I, I I , 
III использовались для решения ряда задач на ЭВМ. При этом прово­
дилось широкое сравнение численных результатов с точными решения­
ми или с решениями, полученными методом характеристик. Во всех слу­
чаях результаты сравнения оказывались хорошими. Ниже мы рассмо­
трим одну конкретную задачу, расчет которой проводился по схеме IIIB. 
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Начальные данные были выбраны в виде 
р = О, U * = О, Е = О, р = 2 при 0,62 < г < 1, 
Р = О, U = О, Е = 0, р = 1 при 0 < г < 0,62. 

Здесь г —. Эйлерова координата. Указанный выбор начальных данных 
означает, что в точке г = 0,62 находится контактная граница. В обеих 
областях было взято уравнение состояния 

р = (Т — 1) РЕ с г = 1,667. 
Отрезок (0; 0,62) был разбит сеткой на 31 шаг, отрезок (0,62; 1) — на 
19 шагов. Величина шага в обеих областях была выбрана одинаковой и 
равной Аг = 0,02. 

о / 10 20 30 по I 

Рио. 4 . 1 — точное решение; 2 —приближенное решение; 
3 — контактный разрыв 

В координатах Лагранжа начальные данные принимают вид: 
Р = 0, U = 0, Е = 0, р .= 2 при 0,62 < х < 1,38, 
р = 0, U = 0, Е = 0, р = 1 при 0 < ж < 0,62. 

В первой области = 0,04, во второй области h = 0,02. Краевые усло­
вия были заданы в виде 

P (t) = 1 при х = 0, 
СГ (0 = 0 при х = 1,38. 

Такой выбор краевых условий и начальных данных означает, что в точке 
х = 0, t = 0 находится сильный разрыв. 

При точном решении задачи в область вторую пойдет стационарная 
ударная волна, на фронте которой U, P, p, Е принимают значения: 

# 6 = 0,866, Р ь = 1,0, Рь=.4,0, Еь = 0,375. 

При выходе ударной волны на контактную границу происходит распад 
разрыва с образованием двух ударных волн. На фронте прошедшей удар­
ной волны U,.P, p, Е принимают значения: 

Ub = 0,728, Рь = 1,412, рь - 8,0, Еъ = 0,265. 

На фронте отраженной — значения: 
Ub = 0,728, Ръ = 1,412, рь = 4,912, Еь = 0,431. 

Сравнение приближенного решения задачи с аналитическим решением 
на момент после распада разрыва приводится на рис. 4. 
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